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Soustavy linearnich rovnic

Vektorové prostory jsou samotnym jddrem linedrni algebry. Jednd se o matematicky mo-
del jehoz soucasnd podoba je vysledkem nékolikasetletého vyvoje. Prvotni predstava
vektortl, ktera koresponduje se stfedoSkolskym pojetim, vizualizuje vektory jakoZto ori-
entované Sipky se spoleénym pocdtkem. Tyto se daji snadno vyjadfit jako dvojice nebo
trojice redlnych ¢isel (v zdvislosti, zda-1i uvazujeme rovinné vektory ¢i vektory ,,naseho*
ti{ dimenzniho prostoru). Rozvoj fyziky i vyte¢nd aplikovatelnost teorie na celou Skalu
matematickych i jinych problému vedla ke zobecnéni vektoru na libovolné (dokonce i
nekonec¢né) dimenziondlni vektory. Navic jednotlivymi slozkami nemusi byt ¢isla redlna,
ale libovolné prvky nékterého komutativniho télesa.

V této lekci si definujeme vektorovy prostor a podprostor. UkaZeme si zdkladni vlastnosti
@ vektorovych prostort. Definujeme si navic pojmy linedrni kombinace vektort a ukdZzeme
si jeji vyznam.

Definice 5.1 Trojici V = (V, T, ) nazveme vektorovy prostor nad télesem T |, jestlize T
je komutativni t€leso (prvky tohoto télesa nazyvame vektory), V.= (V;+) je komutativni
grupa (prvky této grupy nazyvame vektory), - je zobrazeni -: T' X V. — V (tzv. leva
vnéjsi operace, kdy ndsobime vektor skaldrem a vysledkem je opét vektor) a navic plati pro
libovolné vektory u, v € V askalary k,s € T, Ze

i) 1-7=7,

i) (ks)7 = k(s?),

iii) (k+ s)0 = (kv) + s7,
iv) k(u+ V) = (ku) + (kv).

V grupé vektord znac¢ime jeji nulovy prvek o a nazyvame jej nulovy vektor. Opaény vektor
k vektoru ¢ znac¢ime —v. Ukazme si né€kolik piikladii vektorovych prostori:

Priklad 5.1 Jestlize n € N je libovolné pfirozené &islo, potom trojice (R™, R, -), kde séitani
vektort definujeme pomoci

(1, xn) + (W1s e Un) = (X1 + Y1y o, T+ Yn)
a nasobeni vektoru skaldrem jako
k- (z1,-,2,) = (kxq, -, kx,).

Tento vektorovy prostor se nazyva aritmeticky vektorovy prostor dimenze n. Je ztejmé, Ze téleso
R 1ze nahradit libovolnym jinym télesem.

Piiklad 5.2 Jestlize M je libovolnd mnoZina, potom trojice (R R, -), kde R zna¢{ mnoZinu
vSech zobrazeni f: M — R. S¢itani vektorti definujeme pomoci

(f +9)(m) = f(m) + g(m)



a ndsobeni vektoru skaldrem jako

(k- f)(m) = k- (f(m)).

Tento piiklad je ve skuteCnosti zobecnénim predchoziho. Pfedstavme si, Ze mnoZstvi dimenzi
neni ur¢eno poctem, ale mnoZinou. Tedy vektor ma tolik dimenzi, kolik je prvkd v mnoZziné M.
Vyraz f(m) lze &ist jako ,,hodnota vektoru f na soufadnici m®. Je-li mnoZina M kone¢nd a ma-li
n prvkl, potom je tento prostor aritmeticky n-dimenziondlni. V piipadé nekone¢nych mnoZin
dostavame nové, nekone¢né dimenziondlni prostory. I zde lze téleso R nahradit libovolnym
jinym télesem.

Definice 5.2 M¢jme dva vektorové prostory Y = (U, T,0) aV = (V,T,-), kde grupy
s¢itan{ vektord ozna¢me jako U = (U; @) a'V = (V; +). Potom fekneme, Ze U je podprostor
prostoru V (znalime U CC V) jestlize plati, Ze

n»ucv,

— —

ii) jestlize u, v € U plati, Ze U & U = u + v,

iii) jestlize k € Tav € U,potom ko v =k - .

Druh4 a tfeti podminka fik4, Ze operace na ,,menSim* prostoru jako ty na prostoru ,,vétSim*.
Z tohoto dlivodu je nadéle nebudeme rozliSovat znaceni (toto mélo smysl pro snazsi formulaci
definice).
Priklad 5.3 Ozna¢ime-li mnozinu V' = {(2z,z,z) | + € R}. Potom V = (V;+), kde + je
klasické s&itani, je grupaa )V = (V, R, ) je vektorovy prostor. navic plati, ze V CC R? (R? je
3-dimenziondlni prostor z Piikladu 5.1).

Jak je vidét, podprostor je jednoznacné uréen mnoZinou svych vektori (operace scitdni a
ndsobeni skaldrem jsou ,,dédi¢né* z nadprostoru). Proto je vhodné se zamyslet, kterd podmnoZina
vektorového prostoru tvoii spolu s operacemi onoho prostoru vektorovy podprostor.

Véta5.1 JestlizeV = (V, T, ) je vektorovy prostora U C V. Potom na neprdzdné mnoziné
U je definovdan podprostor tehdy a jen tehdy, plati-li

i) pro libovolné u,v € U plati, Ze i + v € U

ii) pro libovolné k € T a v € U plati, ze kv € U.

Véta 5.2 Jestlie Uy = (U;, T, -) jsou podprostory vektorového prostoruV = (V, T, -) pro
libovolné i € I, potom plati, Ze

ﬂZ/{) cc .

el
Pricem? prinik vektorovych prostorii je vektorovy prostor definovany na priniku mnoZin
vektorii.




Linearni kombinace vektoru

Definice 5.3 Mé&jme vektorovy prostor V = (V,T,-). Potom fekneme, Ze vektor v € V
je linedrni kombinaci vektorii vy, . . ., v, jestlize existuji skalary kq, ..., k, € T takové, Ze
plati

= kil + kgy + -+ + knln = Y _ il
=1

Jestlize M C V, potom ozna¢me [M] mnoZinu vSech vektort o, které jsou linedrni
kombinaci nékterych vektorti z M. Tato mnozina se nazyva linedrni obal mnoZiny M.

Predpokladejme, Ze vektory , ¥ jsou linearni kombinace vektort 7, . . . , ¥,,. Potom existuji
skalary si,...,8,,t1,...,5, € T takové, Ze plati

n n
i=1 =1

Snadno lze ovérit rovnost

n

=1 =1

=1
Plati proto, Ze vektor « + v je opé€t linedrni kombinaci vektord vy, . . . , U, (pouZijeme-li skalary

S$1+t1,...,8, +t, € T). Podobné také plati pro libovolné ¢t € T, Ze

n

1 = titﬁi = (tt;)7;.
=1

=1

Také vektor t¥ je linearni kombinaci vektord v, . . . , U, (pouzitim skalart tt, ..., tt, € T).
Tato pozorovani spole¢né s Vétou 5.2 jsou jadrem ditkazu nasledujici véty.

Véta 5.3 Mé&jme vektorovy prostor V = (V,T,-) a mnoZinu vektorii M, potom [M] je
vektorovy podprostor V (tedy [M] CC V).
Navic plati, Ze [ M| je nejmensi vektorovy podprostor obsahujici mnoZinu M. Formdiné
zapsdno:
(M) =(uccv|mcu}

Predchozi véta ndm umoziuje zavést nasledujici dilezité pojmy.

Definice 5.4 M¢&jme vektorovy prostor V = (V, T, ). Jestlize existuje mnozina M C V
takovd, ze [M| = V, potom fikdme, Zze M je mnoZina generdtorii prostoru V, nebo Ze
vektorovy prostor V je generovdn mnoZinou M.

Rekneme, Ze vektorovy prostor V je konecné dimenze, jestlize je generovan néktorou
kone¢nou mnoZinou.




Definice 5.5 Mg&jme vektorovy prostor V = (V,T,-) a n€které jeho podprostory U a W.
Potom souctem (nékdy spojenim) téchto podprostorti nazyvame nejmensi vektorovy prostor
obsahujici oba prostory. Toto spojeni zna¢ime U & W.
Formalné tedy
Ueow =I[UUW].

Jestlize navic plati, ze U NV = {07}, potom tento soucet nazyvame pfimym souctem a
znacime jej U + W.
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